
Òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû è óïðàæíåíèÿ.(1) Êàê äåëàåòñÿ ïåðåõîä ê ïàðàìåòðó â êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëàõI è II ðîäà?(2) ×åì îòëè÷àþòñÿ �îðìóëèðîâêè óñëîâèé íåçàâèñèìîñòè èíòåãðà-ëà îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ â äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì ñëó÷àÿõ?(3) Êàê âûáèðàåòñÿ çíàê â äâîéíîì èíòåãðàëå ïî ïðîåêöèè ó÷àñòêàïîâåðõíîñòè ïðè âû÷èñëåíèè ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà II ðîäà?(4) ×òî îáùåãî è îòëè÷íîãî äðóã îò äðóãà â ïîíÿòèÿõ ïîòî÷å÷íîé èðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè �óíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé?(5) Ñ�îðìóëèðóéòå êðèòåðèé Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïîñëå-äîâàòåëüíîñòåé è ðÿäîâ.(6) Ìîæåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé, ðàçðûâíûõ íà îòðåçêå
[a, b], ñõîäèòüñÿ íà íåì ðàâíîìåðíî ê íåïðåðûâíîé �óíêöèè? �àñ-ñìîòðèòå íà [0,1℄ fn(x) = x2 + D(x)

n
, ãäå D(x) � �óíêöèÿ Äèðèõëå:

D ðàâíà 1 äëÿ x ðàöèîíàëüíûõ è ðàâíà 0 äëÿ x èððàöèîíàëüíûõ.(7) Ìîæåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå[a,b℄, ðàâíîìåðíî ñõîäèòüñÿ íà íåì ê �óíêöèè ðàçðûâíîé?(8) Ïóñòü äàíû òðè ðÿäà: (1) =
∞
∑

n=1

αn(x); (2) =
∞
∑

n=1

βn(x);

(3) =
∞
∑

n=1

(

αn(x) + βn(x)
). Êàêèå èç íèæåñëåäóþùèõ óòâåðæäå-íèé ñïðàâåäëèâû?(a) Åñëè (1) è (2) ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî, òî (3) ñõîäèòñÿ ðàâíî-ìåðíî.(b) Åñëè (1) è (2) ñõîäÿòñÿ íåðàâíîìåðíî, òî (3) ñõîäèòñÿ íåðàâ-íîìåðíî.(
) Åñëè (1) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, à (2)- íåðàâíîìåðíî, òî (3)-íåðàâíîìåðíî.(d) Åñëè (1) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, à (2) - íåðàâíîìåðíî, òî (3) -ðàâíîìåðíî.(9) Êàêîé âèä èìåþò ìíîæåñòâà ñõîäèìîñòè è ðàâíîìåðíîé ñõîäè-ìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà?(10) Â êàêèõ ñëó÷àÿõ �óíêöèîíàëüíûå ðÿäû äîïóñêàþò ïî÷ëåííîå èí-òåãðèðîâàíèå è äè��åðåíöèðîâàíèå?(11) Ìîæåò ëè èíòåãðàë îò íåîãðàíè÷åííîé �óíêöèè ñõîäèòüñÿ ðàâ-íîìåðíî? àáñîëþòíî ?(12) Âîçìîæíà ëè ñèòóàöèÿ, êîãäà f(x) ∼ g(x), ∞

∫

a

g(x) dx ñõîäèòñÿ, à
∞
∫

a

f(x) dx ðàñõîäèòñÿ? 1



2 (13) Äàéòå îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ñîáñòâåííîãî è íåñîá-ñòâåííîãî èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó.(14) ×òî òàêîå òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå; êàê íàõîäÿòñÿ åãî êî-ý��èöèåíòû?(15) Êàêèå �óíêöèè ìîæíî ðàçëîæèòü â òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôó-ðüå? Êàê ñóììà ðÿäà ñâÿçàíà ñ ðàçëàãàåìîé �óíêöèåé?Âàðèàíò 0 (ñ ðåøåíèåì).0.1 Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ÷àñòè öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè x2 + y2 = ax,çàêëþ÷åííîé âíóòðè ñ�åðû x2 + y2 + z2 = a2.0.2 Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ∫

⌣
BSA

x2ydx−xy2dy ïî íåçàìêíóòîéäóãå BSA (ðèñ. 4,âàðèàíòû 2,8,14) íåïîñðåäñòâåííî è ñ èñïîëüçîâàíèåì�îðìóëû �ðèíà (BSA � ÷àñòü ãðàíèöû êâàäðàòà).0.3 Âû÷èñëèòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ∫
(S)

∫

x2 dydz+z dxdy, ãäå S � âíåø-íÿÿ ñòîðîíà ïîâåðõíîñòè ñ�åðû x2 + y2 + z2 = a2, y ≥ 0, z ≥ 0.0.4 Äëÿ �óíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn(x) = sin
(

2π
√

n2 + nx2
)îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè, íàéòè ïðåäåëüíóþ �óíêöèþ è íà÷åð-òèòü åå ãðà�èê.0.5 Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

fn(x) =
n + 1

n + x2
íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ: E1 = [−1, 1], E2 = (−∞,∞), E3 =

{0, 1/4, 1/2, 1}.0.6 Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà ∞
∑

n=1

sin x sin nx√
n2 + x2

íà ìíîæå-ñòâå E=(−∞,∞).0.7 Íàéòè îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ �óíêöèè S(x) =
∞
∑

n=1

x2e−x2n è èññëåäî-âàòü åå íà íåïðåðûâíîñòü.0.8 Íàéòè ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè ðÿäà ∞
∑

n=1

|x|n è èññëåäîâàòü äè��åðåí-öèðóåìîñòü âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà.0.9 Ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä ∞
∑

n=1

sin 2nx

n
√

n
äîïóñêàåò ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå íà

[1/2, 2] è íàéòè ïîëó÷àåìûé ïðè ýòîì ÷èñëîâîé ðÿä.0.10 Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé è ìåòî-äû äè��åðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ, ðàçëîæèòü �óíêöèþ f(x) =
1

(1−x)3
â ñòåïåííîé ðÿä ñ öåíòðîì â x0 = 0. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ïî-ëó÷åííîãî ðÿäà.



30.11 Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè F (y) =

sin y
∫

0

(x + y)ex dx.0.12 Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ∞
∫

0

sin x√
x3 + x4

dx.0.13 Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ∞
∫

0

pe−px dx íà ìíî-æåñòâàõ a)E1 = (p0, p1) (0 < p0 < p1) b)E2 = (0, p1), ãäå (0 < p1).0.14 �àçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ïåðèîäè÷åñêóþ �óíêöèþ, çàäàííóþ íà èí-òåðâàëå (−1, 1), ðàâíîì ïåðèîäó, �îðìóëîé f(x) =

{

−x ïðè −1 < x < 0
0 ïðè 0 ≤ x < 1

.Íà÷åðòèòü ãðà�èê ñóììû ðÿäà.0.15 �àçëîæèòå â ðÿä Ôóðüå ïî êîñèíóñàì è ñèíóñàì êðàòíûõ äóã �óíê-öèþ, çàäàííóþ íà ïîëóïåðèîäå [0, π] �îðìóëîé f(x) = x+cos x. Íà÷åðòèòåãðà�èê ñóììû ðÿäà äëÿ êàæäîãî ðàçëîæåíèÿ. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà ïî-ðÿäîê óáûâàíèÿ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå îáîèõ ðÿäîâ: îáúÿñíèòå îòëè÷èåâ ïîðÿäêàõ, åñëè îíî èìååòñÿ.�åøåíèå.0.1 - Ó ïîâåðõíîñòè èìååòñÿ äâå ïëîñêîñòè ñèììåòðèè. Äîñòàòî÷íî âû÷èñ-ëèòü ïëîùàäü ÷àñòè ïîâåðõíîñòè, íàõîäÿùåéñÿ â ïåðâîì îêòàíòå (x, y, z ≥
0) è çàòåì ó÷åòâåðèòü ðåçóäüòàò. �åîìåòðè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ ïðåäñòàâ-ëåíà íà ðèñ 1 .

�èñ. 1Íà ïëîñêîñòü z = 0 ïîâåðõíîñòü ïðîåöèðóåòñÿ â ïîëóîêðóæíîñòü Lðàäèóñà a/2 ñ öåíòðîì â (a/2, 0). Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ íà ïëîñêîñ-òè x0y óðàâíåíèå ïðîåêöèè r = a cos ϕ. Ïëîùàäü ðàñïîëîæåííîãî �íàäíåé� ó÷àñòêà öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ðàâíà èíòåãðàëó s =
∫

L

z dl,ãäå z âû÷èñëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ ñ�åðû, îòêóäà z =
√

a2 − x2 − y2, èëè
z =

√
a2 − r2 â ñîîòâåòñòâóþùåé öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå. Ïî èçâåñòíîé�îðìóëå, â ïîëÿðíîé ñèñòåìå dl =

√
r2 + r′2dϕ, ÷òî ðàâíî a dϕ äëÿ L.Ïåðåõîäÿ ê ϕ â èíòåãðàëå ïî L, ïîëó÷àåì s =

π/2
∫

0

√

a2 − a2 cos2 ϕa dϕ =

π/2
∫

0

a2 sin ϕ dϕ = a2. Îáùàÿ ïëîùàäü ðàâíà 4a2.



40.2 � Ïðè íåïîñðåäñòâåííîì âû÷èñëåíèè ðàçáèâàåì äàííûé èíòåãðàë íàäâà è ó÷èòûâàåì çíà÷åíèå ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ íà êàæäîì èçîòðåçêîâ. ∫
BSA

... =
∫

BS

... +
∫

SA

... =
1
∫

0

y2dy +
0
∫

−1

x2 dx, ÷òî äàåò
∫

BSA

... =
1

3
+

1

3
=

2

3
.Äëÿ âûïîëíåíèÿ âòîðîé ÷àñòè çàäàíèÿ íàäî âçÿòü çàìêíóòûé êîíòóð, ÷à-ñòüþ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ BSA. Óìåñòíî äîïîëíèòü BSA ó÷àñòêàìè îñåéäî êâàäðàòà BSAOB. Òîãäà ïî �îðìóëå �ðèíà ∫

BO

... +
∫

OA

... +
∫

ASB

.. =

∫

D

∫

(−x2 − y2)dx dy =
1
∫

0

dy
0
∫

−1

(−x2 − y2)dx =
1
∫

0

(

−1
3
− y2

)

dy = −2
3
. Òàê êàêíà îñÿõ ∫

BO

.. = 0 =
∫

OA

.., ∫

ASB

= −2
3
, îòêóäà ∫

BSA

= 2
3
.0.3 �Ó÷àñòîê S ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷åòâåðòóþ ÷àñòü ñ�åðû, ðàñïîëîæåí-íóþ â ÷åòâåðòè ïðîñòðàíñòâà, îïðåäåëÿåìîé óñëîâèÿìè y, z > 0. Íà ïëîñ-êîñòü yOz îí äâàæäû ïðîåöèðóåòñÿ â ÷åòâåðòü êðóãà, êîòîðóþ â äàëüíåé-øåì îáîçíà÷èì êàê Dyz. Âíåøíèå íîðìàëè äëÿ ïîëîâèíû S ïðè (x > 0)îáðàçóþò ñ Ox îñòðûå, à äëÿ S(x < 0) - òóïûå óãëû. Ïîýòîìó ∫

S

∫

x2 dydz =
∫

S(x>0)

∫

... +
∫

S(x<0)

∫

... =
∫

Dyz

∫
√

a2 − y2 − z2dydz −
∫

Dyz

∫
√

a2 − y2 − z2dydz = 0.Ïðîåêöèÿ S íà x0y - ïîëóêðóã Dxy, à âíåøíÿÿ íîðìàëü íà âñåé ïîâåðõ-íîñòè èìååò cos γ ≥ 0, è äëÿ íåå z = +
√

a2 − x2 − y2, ïîýòîìó ∫
S

∫

z dxdy =

∫

Dyx

∫
√

a2 − x2 − y2dxdy =
π
∫

0

dϕ
a
∫

0

r · r dr = πa3

3
.0.4 � Äëÿ íà÷àëà ïðåîáðàçóåì fn(x) = sin

(

2πn
√

1 + x/n
)

=

= sin
(

2πn(1 + x
2n

+ o( 1
n
)
)

= sin(xπ+o(1)). È äëÿ ëþáîãî x ∈ R lim
n→∞

fn(x) =

sin πx = f(x).�ðà�èê f(x) ïîëó÷àåòñÿ ñæàòèåì ãðà�èêà y = sin x â π ðàçê îñè Oy; íóëè åãî - â öåëûõ ÷èñëàõ; ïåðèîä T = 2 (ðèñ. 2 , b) .
�èñ. 2



50.5 � Ôèêñèðóåì x è óñòðåìëÿåì n ê ∞, lim
n→∞

n+1
n+x2 = 1, ò.å. äëÿ âñåõðàññìàòðèâàåìûõ ìíîæåñòâ ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ f(x) = 1. Âåðõíÿÿ ãðàíüîòëè÷èÿ ìåæäó f è fn ∆n = sup

Ei

∣

∣

∣

n+1
n+x2 − 1

∣

∣

∣
= sup

Ei

∣

∣

∣

1−x2

n+x2

∣

∣

∣
. Íà E1 ∆n = 1

nè ñòðåìèòñÿ ê 0 ñ ðîñòîì n. Ýòî îçíà÷àåò,÷òî ñõîäèìîñòü íà E1 ðàâíî-ìåðíàÿ. Íà E2 ∆n = 1, ïîñêîëüêó ïðè �èêñèðîâàííîì n èìååòñÿ âîçìîæ-íîñòü âçÿòü x ñêîëü óãîäíî áîëüøèì ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Äðîáü ïðèýòîì ñòàíîâèòñÿ ñêîëü óãîäíî áëèçêîé ê 1 è íå ñòðåìèòñÿ ê 0 ñ ðîñòîì n.Ñõîäèìîñòü íà E2 íåðàâíîìåðíàÿ. E3 ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åêìíîæåñòâà ñõîäèìîñòè, ÷òî îçíà÷àåò ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íà E3.0.6 � Ïðåäïîëàãàÿ îáðàòèòüñÿ ê ïðèçíàêó Äèðèõëå (÷òî äîñòàòî÷íî ÷à-ñòî äåëàåòñÿ äëÿ ðÿäîâ ñî çíàêîïåðåìåííûìè ñëàãàåìûìè), çàìåòèì ñðà-çó, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1√
n2+x2

ìîíîòîííà ïî n è ñõîäèòñÿ ê 0 ðàâíî-ìåðíî (fn ≤ 1
n
). ×àñòè÷íûå ñóììû, îáðàçîâàííûå âòîðûìè ìíîæèòåëÿìè

σn =
n
∑

i=1

sin x sin ix îöåíèâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé �îðìó-ëû. σn = 2 sin x
2
cos x

2

n
∑

i=1

sin ix ≤ 2 sin x
2

cos x
2

cos(n+1/2)x−cos 1/2x
2 sin x

2

≤ 2, ÷òî èäîêàçûâàåò ðàâíîìåíóþ ñõîäèìîñòü íà âñåé îñè.0.7 � Â x = 0 ðÿä ñõîäèòñÿ, â ÷åì óáåæäàåìñÿ ïðîñòîé ïîäñòàíîâêîé. Äëÿäðóãèõ x ÷ëåíû ðÿäà çíàêîïîëîæèòåëüíû; äîïóñêàåòñÿ ïðèìåíåíèå ïðè-çíàêà Äàëàìáåðà, ïî êîòîðîìó ðÿä ñõîäèòñÿ íà âñåé îñè. Âñå un(x) íåïðå-ðûâíû íà R. Åñëè áû óäàëîñü äîêàçàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà íàâñåé îñè, ýòîãî áûëî áû äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿáûëà íåïðåðûâíîé. Îäíàêî íåïîñðåäñòâåííîå èññëåäîâàíèå ðàâíîìåðíî-ñòè â äàííîì ñëó÷àå òðåáóåò íåêîòîðûõ óñèëèé, è ïðîùå íàéòè ïðåäåëü-íóþ �óíêöèþ è èññëåäîâàòü åå. ×àñòè÷íûå ñóììû sn(x) =
n
∑

i=1

x2e−ix2

=

= x2
(

e−x2

+ e−2x2

+ ... + e−nx2

) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñóììû ÷ëåíîâ ãåî-ìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ q = e−x2 è äîïóñêàþò âû÷èñëåíèå èõ ïðåäåëà:
S(x) = lim

n→∞
sn(x) = x2 e−x2

1−e−x2 = x2

ex2−1
(Ïðîâåäåííûå âûêëàäêè çàêîííûïðè q < 1, ò.å. ïðè x 6= 0.) Ïîëó÷åííàÿ �óíêöèÿ íåïðåðûâíà íà âñåé îñè,êðîìå x = 0. Âû÷èñëÿåì lim

x→0
S(x) = lim

x→0

x2

ex2−1
= lim

x→0

x2

1+x2−1+o(x2)
= 1. Âòî æå âðåìÿ ïîäñòàíîâêà x = 0 â sn(x) äàåò sn(0) = 0 = S(0), ÷òî èäîêàçûâàåò ðàçðûâíîñòü S(x) â íóëå. Êñòàòè, ýòîò �àêò ãîâîðèò î òîì,÷òî ñõîäèìîñòü íåðàâíîìåðíàÿ, ïîòîìó ÷òî ïðè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòèïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ äîëæíà áûòü íåïðåðûâíîé.



6 0.8 � ×àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà ñîñòîÿò èç ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷ëåíîâ ãåî-ìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì q = |x|, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæå-ñòâî ñõîäèìîñòè ðÿäà: |x| < 1. Ïðè |x| ≥ 1 ðÿä ðàñõîäèòñÿ. ×ëåíû ðÿäà
un(x) ñ íå÷åòíûìè n íå äè��åðåíöèðóåìû â íóëå è íåïðåðûâíî äè��å-ðåíöèðóåìû âî âñåõ îñòàëüíûõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà ñõîäèìîñòè.Ëþáóþ òî÷êó ìíîæåñòâà ñõîäèìîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü âíóòðåííåé òî÷êîéíåêîòîðîãî îòðåçêà, íà êîòîðîì ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíàÿ, ÷òî ãàðàíòèðóåòñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíîé ó ñóììû ðÿäà âî âñåõ òî÷êàõ, êðîìå, ìîæåòáûòü, íóëÿ. Äëÿ äàííîãî ðÿäà ñóììà ïîëó÷àåòñÿ â ÿâíîì âèäå S(x) = 1

1−|x| .Îíà, äåéñòâèòåëüíî, íåäè��åðåíöèðóåìà â íóëå.0.9 � Íà ðàññìàòðèâàåìîì îòðåçêå ñëàãàåìûå ðÿäà íåïðåðûâíû, à ñàì ðÿäñõîäèòñÿ íà íåì ðàâíîìåðíî, óáåäèòüñÿ â ÷åì ìîæíî ïîäîáíî òîìó, êàêýòî ñäåëàíî â ïðèìåðå 0.6, ïîýòîìó âîçìîæíî ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèåðÿäà.
2
∫

1/2

( ∞
∑

n=1

sin 2nx

n
√

n

)

dx =
∞
∑

n=1

2
∫

1/2

sin 2nx

n
√

n
dx =

∞
∑

n=1

cos n − cos 4n

2n2
√

n0.10 � Äàííóþ �óíêöèþ ìîæíî ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå äâóêðàòíîãî äè�-�åðåíöèðîâàíèÿ �óíêöèè ϕ(x) = 1
1−x

ϕ′(x) = 1
(1−x)2

; ϕ′′(x) = 2
(1−x)3

,òî åñòü f(x) = 1
2
ϕ′′(x). Ïîñêîëüêó ϕ(x) = 1

1−x
ìîæíî ñ÷èòàòü ïðåäå-ëîì ñóììû ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ q = x, b0 = 1, èìååì:

ϕ(x) = 1+x+x2+ ... = 1+
∞
∑

n=1

xn (R = 1), ϕ′(x) =
∞
∑

n=1

nxn−1 (R = 1).Òîãäà f(x) = 1
(1−x)3

= 1
2

∞
∑

k=0

(k + 1)kxk.0.11 � Ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ è åå ïðîèçâîäíàÿ ïî y íåïðåðûâíûíà âñåé ïëîñêîñòè, ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ íåïðåðûâíî äè��åðåíöè-ðóåìû, òàê ÷òî ïî îáùåé �îðìóëå F ′(y) =
sin y
∫

0

((x + y)ex)′ ydx + (sin y +

y)esin y cos y − (0 + y)e0 = esin y + (sin y + y)esiny cos y − y.0.12 � Îáà ïðåäåëà èíòåãðèðîâàíèÿ - îñîáûå òî÷êè ( äðóãèõ îñîáûõ òî-÷åê íà èíòåðâàëå èíòåãðèðîâàíèÿ íåò). �àçáèâàåì èíòåãðàë íà äâà: ∞
∫

0

... =

1
∫

0

... +
∞
∫

1

... . Ïðè x → 0 sinx√
x3+x4

∼ 1
x1/2 , à ïîñêîëüêó â íóëå èíòåãðàë îò

1
xp äëÿ p<1 ñõîäèòñÿ, òî è ïåðâûé èíòåãðàë ñóììû ñõîäèòñÿ. Ïðè x → ∞

sin x√
x3+x4

∼ 1
x

2, ñëåäîâàòåëüíî, è âòîðîé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ. Â öåëîì, äàííûéèíòåãðàë ñõîäèòñÿ.



70.13 � Ïðè ëþáîì p èç E1 è E2 èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, äëÿ p > 0 îí âû÷èñ-ëÿåòñÿ íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ êàê p lim
B→∞

(

1
p
(−e−px)

∣

∣

∣

B

0

)

. Ïðè p = 0 îíðàâåí 0. Íà ìíîæåñòâå E1 pe−px < p1e
−p0x, à òàê êàê èíòåãðàë îò ïðàâîé÷àñòè íåðàâåíñòâà ñõîäèòñÿ, òî íà E1 ñõîäèìîñòü äàííîãî èíòåãðàëà ðàâ-íîìåðíàÿ.Â ñëó÷àå E2 ñõîäèìîñòü íåðàâíîìåðíàÿ, òàê êàê âûïîëíÿåòñÿ îòðèöàíèåêðèòåðèÿ Êîøè: êàêîå áû B íè âçÿòü, íàéäóòñÿ òàêèå b1, b2 > B, òàêîåçíà÷åíèå p∗ ∈ E2 è òàêîå ε, ÷òî ∞

∫

0

p∗e−p∗xdx ïðåâûøàåò ε. Äåéñòâèòåëüíî,äëÿ ïðîèçâîëüíîãî B âîçüìåì b1 = B + 1, b2 = 2b1, p∗ = 1
b1

. Ýòî ìîæíîñäåëàòü íà ìíîæåñòâàõ [0,p1℄ è (0, p1℄. Òîãäà b2
∫

b1

pe−pxdx = 1
eBp − 1

e2Bp = e2−e
e3 ,÷òî çàâåäîìî áîëüøå 0.01, ò.å. âûáîðîì B íå ìîæåò áûòü ñäåëàíî ñêîëüóãîäíî ìàëûì.0.14 � Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå èñïîëüçóåì îáùèå �îðìó-ëû ñ l = 1 è ó÷èòûâàåì, ÷òî íà ïðàâîé ïîëîâèíå èíòåðâàëà èíòåãðèðîâà-íèÿ f(x) ≡ 0.

a0 = 1
l

l
∫

−l

f(x) dx =
0
∫

−1

(−x)dx = −x2

2

∣

∣

∣

0

−1
= 1

2

ak =
0
∫

−1

(−x) cos kπx dx =
−1
∫

0

x cos kπx dx = 1
kπ

−1
∫

0

xd(sin kπx) =

= 1
kπ

(

x sin kπx
∣

∣

∣

−1

0
−

−1
∫

0

sin kπx dx = 1
k2π2 (cos kπ − 1)

)

= 1
k2π2

(

(−1)k − 1
)Äëÿ÷åòíûõ k ak = 0, à ïðè k = 2m + 1 ak = − 2

(2m+2)2π2 .Àíàëîãè÷íî bk =
0
∫

−1

(−x) sin kπx dx = 1
kπ

0
∫

−1

x d(cos kπx) =

1
kπ

(

x cos kπx|0−1 −
0
∫

−1

cos kπx dx

)

= 1
kπ

cos kπ = (−1)k

kπ�åçóëüòàò ðàçëîæåíèÿ çàïèøåì â âèäå ñóììû äâóõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõðÿäîâ
f(x) =

1

4
− 2

π2

∞
∑

m=0

cos(2m + 1)πx

(2m + 1)2
+

1

π

∞
∑

k=1

(−1)k sin kπx

k�ðà�èê ñóììû ïðèâåäåí íà ðèñ.2 a) .0.15 � �àçëîæåíèå ïî êîñèíóñàì ñîîòâåòñòâóåò ÷åòíîìó ïðîäîëæåíèþ íà
(−π, 0). Êîý��èöèåíòû îòûñêèâàþòñÿ ïî ñòàíäàðòíûì �îðìóëàì.



8
a0 = 2

π

π
∫

0

(x + cos x)dx = 2
π

(

x2

2

∣

∣

∣

π

0
+ sin x|π0

)

= π

ak = 2
π

π
∫

0

(x+cos x) cos kx dx = 2
π

(

π
∫

0

x
k
d(sin kx) +

π
∫

0

cos x cos kx dx

)

= I1 + I2

I1 = 2
πk

(

x sin kx|π0 −
π
∫

0

sin kx dx

)

= 2
πk2 cos kx|π0 = 2

πk2

(

(−1)k − 1
) Ïðè k÷åòíîì I1 = 0, ïðè íå÷åòíîì I1 = − 4

πk2 (k = 2m + 1).
I2 (ïðè k = 1) = π

∫

0

cos2 x dx = π
2

I2 (ïðè k 6= 1) = π
∫

0

cos x cos kx dx = 0.

bk = 0 Îêîí÷àòåëüíî: f(x) =
π

2
+

(

1 − 4

π

)

cos x − 4

π

∞
∑

m=1

cos(2m + 1)x

(2m + 1)2Ïðè íå÷åòíîì ïðîäîëæåíèè ak = a0 = 0.

bk = 2
π

π
∫

0

(x + cos x)sin kxdx = 2
π

(

−
π
∫

0

x
k
d(cos kx)+

π
∫

0

cos x sin kxdx

)

=J1 + J2

J1 = 2
πk

(

−x cos kx|π0 +
π
∫

0

cos kx dx

)

= −2(−1)k

k
J2(ïðè k=1)=

= 1
π

π
∫

0

sin 2x dx = 0 J2(ïðè k 6= 1) = 2
π

π
∫

0

sin kx cos x dx = 1
π

π
∫

0

(sin(k −

1)x + sin(k + 1)x) dx = − 1
π

(

cos(k−1)x
k−1

+ cos(k+1)x
k+1

)
∣

∣

∣

π

0
= [ïîñëå ïðèâåäåíèÿê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, çàìåíû ñóìì ïðîèçâåäåíèÿìè è ïîäñòàíîâêè ïðå-äåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ℄ = 2k((−1)k+1−1)

π(k2−1)
. Äëÿ íå÷åòíûõ k bk = 0, äëÿ

k = 2m bk = − 8m
π(4m2−1)

.
f(x) = 2 sin x +

∞
∑

k=2

sin kx

(

2(−1)k+1

k
+

2k((−1)k + 1)

π(k2 − 1)

)

=

= 2 sin x + 2
∞
∑

k=2

(−1)k+1 sin kx

k
− 8

π

∞
∑

m=1

m sin 2mx

(4m2 − 1)Â ðàçëîæåíèè ïî êîñèíóñàì (÷åòíîå ïðîäîëæåíèå) êîý��èöèåíòû óáûâà-þò êàê ∼ 1
k2 , à ïî ñèíóñàì � êàê ∼ 1

k
, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ áîëüøåé ãëàäêîñòüþ÷åòíîãî ïðîäîëæåíèÿ (ñì. ðèñ. 3).

�èñ. 3



russian1 âàðèàíò 91 âàðèàíò1.1. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ÷àñòè öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè x2+y2 =
a2, çàêëþ÷åííîé ìåæäó ïëîñêîñòüþ z = 0 è ïàðàáîëè÷åñêèì öèëèíäðîì
z = a2 +

x2

a2
.1.2. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ∫

⌣
AB

x2ydx − xy2dy ïî íåçà-ìêíóòîé äóãå AB (ðèñ. 4)íåïîñðåäñòâåííî è ñ èñïîëüçîâàíèåì �îðìóëû�ðèíà (AB � ÷åòâåðòü îêðóæíîñòè åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, ðàñïîëîæåííàÿâ 1-îì êâàäðàíòå).
�èñ. 41.3. Âû÷èñëèòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ∫

(S)

∫

x dydz+y2 dzdx+z3 dxdy,ãäå S � âíåøíÿÿ ñòîðîíà ïîâåðõíîñòè êóáà 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ a, 0 ≤
z ≤ a.1.4. Äëÿ �óíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåüíîñòè fn(x) = x2n

1 + xnîïðåäåëèòü ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè, íàéòè ïðåäåëüíóþ �óíêöèþ è íà÷åð-òèòü åå ãðà�èê.1.5. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
fn(x) = arctg nx íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ: E1 = (0,∞), E2 = {0} ∪ [1, 2].1.6. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà ∞

∑

n=1

cos x sin nx√
n2 + x2

íàìíîæåñòâå E=(−∞,∞).1.7. Íàéòè îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ �óíêöèè S(x) =
∞
∑

n=1

e−n2x è èññëå-äîâàòü åå íà íåïðåðûâíîñòü.1.8. Íàéòè ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè ðÿäà ∞
∑

n=1

xne−nx è èññëåäîâàòü äè�-�åðåíöèðóåìîñòü âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà.



10 russian2 âàðèàíò1.9. Ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä ∞
∑

n=1

sin 2nx

n
√

n
äîïóñêàåò ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâà-íèå íà [1/2, 2] è íàéòè ïîëó÷àåìûé ïðè ýòîì ÷èñëîâîé ðÿä.1.10. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé è ìå-òîäû äè��åðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ, ðàçëîæèòü �óíêöèþ f(x) =

arctg x â ñòåïåííîé ðÿä ñ öåíòðîì â x0 = 0. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ïî-ëó÷åííîãî ðÿäà.1.11. Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè F (y) =
y2
∫

0

sin x2y
x2 dx.1.12. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ∞

∫

0

dx√
x3 − 7x2 + 12x

.1.13. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ∞
∫

0

sin x

xy
dx íàìíîæåñòâàõ a)E1 = (0, y0), 0 < y0 < 2, b)E2 = (0, 2).1.14. �àçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ïåðèîäè÷åñêóþ �óíêöèþ, çàäàííóþ íàèíòåðâàëå (−1, 1), ðàâíîì ïåðèîäó, �îðìóëîé f(x) =

{

0 ïðè −1 < x < 0
x ïðè 0 ≤ x < 1

.Íà÷åðòèòü ãðà�èê ñóììû ðÿäà.1.15. �àçëîæèòå â ðÿä Ôóðüå ïî êîñèíóñàì è ñèíóñàì êðàòíûõ äóã�óíêöèþ, çàäàííóþ íà ïîëóïåðèîäå [0, π] �îðìóëîé f(x) = x2 − πx. Íà-÷åðòèòå ãðà�èê ñóììû ðÿäà äëÿ êàæäîãî ðàçëîæåíèÿ. Îáðàòèòå âíèìà-íèå íà ïîðÿäîê óáûâàíèÿ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå îáîèõ ðÿäîâ: îáúÿñíèòåîòëè÷èå â ïîðÿäêàõ, åñëè îíî èìååòñÿ.2 âàðèàíò2.1. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ÷àñòè öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè x2+y2 =
a2, çàêëþ÷åííîé ìåæäó ïëîñêîñòüþ z = 0 è ïàðàáîëè÷åñêèì öèëèíäðîì
z =

y2

a
.2.2. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ∫

BSA

x2ydx − xy2dy ïî íåçà-ìêíóòîé ëèíèè BSA (ðèñ. 4)íåïîñðåäñòâåííî è ñ èñïîëüçîâàíèåì �îðìó-ëû �ðèíà (BSA � ñìåæíûå ñòîðîíû êâàäðàòà)2.3. Âû÷èñëèòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ∫
(S)

∫

x2 dydz+y2 dzdx+z2 dxdy,ãäå S � âíåøíÿÿ ñòîðîíà ïîâåðõíîñòè ïîëóñ�åðû x2+y2+z2 = a2, x ≥ 0.



russian3 âàðèàíò 112.4. Äëÿ �óíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn(x) = sin
(

2π
√

n2 + nx2
)îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè, íàéòè ïðåäåëüíóþ �óíêöèþ è íà÷åð-òèòü åå ãðà�èê.2.5. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

fn(x) =
nx

n + x + 1
íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ: E1 = [0, 1], E2 = 1,∞).2.6. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà ∞

∑

n=1

cos x sin nx√
n + x

íàìíîæåñòâå E=(0,∞).2.7. Íàéòè îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ �óíêöèè S(x) =
∞
∑

n=1

2nxn è èññëå-äîâàòü åå íà íåïðåðûâíîñòü.2.8. Íàéòè ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè ðÿäà ∞
∑

n=1

sin nx

n3
è èññëåäîâàòü äè�-�åðåíöèðóåìîñòü âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà.2.9. Ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä ∞

∑

n=1

(x + 1)n

4n
äîïóñêàåò ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâà-íèå íà [0, 2] è íàéòè ïîëó÷àåìûé ïðè ýòîì ÷èñëîâîé ðÿä.2.10. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé è ìå-òîäû äè��åðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ, ðàçëîæèòü �óíêöèþ f(x) =

x
∫

0

sin t2dt â ñòåïåííîé ðÿä ñ öåíòðîì â x0 = 0. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòèïîëó÷åííîãî ðÿäà.2.11. Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè F (y) =
0
∫

y

√
xy cos xy dx.2.12. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà 1

∫

0

dx

x − sin x
.2.13. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà 1
∫

0

dx
√

(1 − x)(1 − ax)
dxíà ìíîæåñòâàõ a)E1 = (0, a0), a0 < 1, b)E2 = (0, 1).2.14. �àçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ïåðèîäè÷åñêóþ �óíêöèþ, çàäàííóþ íàèíòåðâàëå (−π/2, π/2), ðàâíîì ïåðèîäó, �îðìóëîé

f(x) =

{

0 ïðè −π/2 < x ≥ 0
sin x ïðè 0 ≤ x < π/2

. Íà÷åðòèòü ãðà�èê ñóììû ðÿäà.



12 russian3 âàðèàíò2.15. �àçëîæèòå â ðÿä Ôóðüå ïî êîñèíóñàì è ñèíóñàì êðàòíûõ äóã�óíêöèþ, çàäàííóþ íà ïîëóïåðèîäå [0, π] �îðìóëîé f(x) = x + sin x. Íà-÷åðòèòå ãðà�èê ñóììû ðÿäà äëÿ êàæäîãî ðàçëîæåíèÿ. Îáðàòèòå âíèìà-íèå íà ïîðÿäîê óáûâàíèÿ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå îáîèõ ðÿäîâ: îáúÿñíèòåîòëè÷èå â ïîðÿäêàõ, åñëè îíî èìååòñÿ.3 âàðèàíò3.1. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ÷àñòè öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè x2+y2 =
a2, çàêëþ÷åííîé ìåæäó ïëîñêîñòüþ z = 0 è ïàðàáîëè÷åñêèì öèëèíäðîì
z =

x2

a
.3.2. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ∫

⌣
AB

x2ydx − xy2dy ïî íåçà-ìêíóòîé äóãå AB (ðèñ. 4)íåïîñðåäñòâåííî è ñ èñïîëüçîâàíèåì �îðìóëû�ðèíà (AB �äóãà ýëëèïñà x2

4
+ y2

1
= 1)3.3. Âû÷èñëèòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ∫

(S)

∫

x2 dydz+y3 dzdx+z dxdy,ãäå S � âíåøíÿÿ ñòîðîíà ïîâåðõíîñòè ïàðàëëåëåïèïåäà 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤
y ≤ b, 0 ≤ z ≤ c.3.4. Äëÿ �óíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn(x) = xn + 1

2 + xnîïðåäåëèòü ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè, íàéòè ïðåäåëüíóþ �óíêöèþ è íà÷åð-òèòü åå ãðà�èê.3.5. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
fn(x) = sin

x

n
íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ: E1 = [−2π, 2π], E2 = (−∞,∞).3.6. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà ∞

∑

n=1

sin x cos nx√
n + x

íà ìíî-æåñòâå Å=(0,∞)3.7. Íàéòè îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ �óíêöèè S(x) =

∞
∑

n=1

xn

2n + 1
è èñ-ñëåäîâàòü åå íà íåïðåðûâíîñòü.3.8. Íàéòè ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè ðÿäà ∞

∑

n=1

xe−nx è èññëåäîâàòü äè�-�åðåíöèðóåìîñòü âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà.



russian4 âàðèàíò 133.9. Ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä ∞
∑

n=1

sin nx

2n
äîïóñêàåò ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèåíà [1, 2] è íàéòè ïîëó÷àåìûé ïðè ýòîì ÷èñëîâîé ðÿä.3.10. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé è ìå-òîäû äè��åðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ, ðàçëîæèòü �óíêöèþ f(x) =

arcctg x â ñòåïåííîé ðÿä ñ öåíòðîì â x0 = 0. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ïî-ëó÷åííîãî ðÿäà.3.11. Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè F (y) =
1/y2

∫

0

ln(1+xy2)
1+y2 dx.3.12. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ∞

∫

0

sin2 x

x
√

x
dx3.13. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ∞

∫

0

√
pe−px2

dx íàìíîæåñòâàõ a)E1 = (0,∞), b)E2 = (1,∞).3.14. �àçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ïåðèîäè÷åñêóþ �óíêöèþ
f(x) =

{

0 ïðè −l < x < 0
1 ïðè 0 ≤ x < l

, çàäàííóþ íà èíòåðâàëå (−l, l), ðàâíîìïåðèîäó. Íà÷åðòèòü ãðà�èê �óíêöèè.3.15. �àçëîæèòå â ðÿä Ôóðüå ïî êîñèíóñàì è ñèíóñàì êðàòíûõ äóã�óíêöèþ, çàäàííóþ íà ïîëóïåðèîäå [0, π] �îðìóëîé f(x) = x. Íà÷åðòèòåãðà�èê ñóììû ðÿäà äëÿ êàæäîãî ðàçëîæåíèÿ. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà ïî-ðÿäîê óáûâàíèÿ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå îáîèõ ðÿäîâ: îáúÿñíèòå îòëè÷èåâ ïîðÿäêàõ, åñëè îíî èìååòñÿ. 4 âàðèàíò4.1. Íàéòè ìàññó ÷åòâåðòè îêðóæíîñòè x = a cos t, y = a sin t, ðàñ-ïîëîæåííîé â ïåðâîì êâàäðàíòå (x ≥ 0, y ≥ 0), åñëè ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòüâ êàæäîé òî÷êå ðàâíà îðäèíàòå òî÷êè.4.2. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ∫

⌣
AB

x2ydx − xy2dy ïî íåçà-ìêíóòîé ëèíèè AB (ðèñ. 5)íåïîñðåäñòâåííî è ñ èñïîëüçîâàíèåì �îðìóëû�ðèíà (AB � ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà ABO)4.3. Âû÷èñëèòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ∫
(S)

∫

x2 dydz+y2 dzdx+z2 dxdy,ãäå S � âíåøíÿÿ ñòîðîíà ïîâåðõíîñòè ïîëóñ�åðû x2 + y2 + z2 = a2, y ≥ 0.
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�èñ. 54.4. Äëÿ �óíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn(x) = cos

(

2π
√

n2 + nx2 + x4
)îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè, íàéòè ïðåäåëüíóþ �óíêöèþ è íà÷åð-òèòü åå ãðà�èê.4.5. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

fn(x) =
n
√

sin x íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ: E1 = [0, π], E2 = [π
6
, 5π

6
].4.6. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà ∞

∑

n=1

sin x cos nx√
n2 + x2

íà ìíî-æåñòâå Å=(−∞,∞).4.7. Íàéòè îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ �óíêöèè S(x) =

∞
∑

n=1

sin n2x

n2 + x2
è èñ-ñëåäîâàòü åå íà íåïðåðûâíîñòü.4.8. Íàéòè ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè ðÿäà ∞

∑

n=1

cos n2x

n4 + 1
è èññëåäîâàòü äè�-�åðåíöèðóåìîñòü âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà.4.9. Ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä ∞

∑

n=1

xn + 1

n3
äîïóñêàåò ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâà-íèå íà [−1, 1] è íàéòè ïîëó÷àåìûé ïðè ýòîì ÷èñëîâîé ðÿä.4.10. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé è ìå-òîäû äè��åðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ, ðàçëîæèòü �óíêöèþ f(x) =

arcsin x â ñòåïåííîé ðÿä ñ öåíòðîì â x0 = 0. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ïî-ëó÷åííîãî ðÿäà.4.11. Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè F (y) =
sin y
∫

y

cos
√

xy dx.4.12. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ∞
∫

0

e−x − 1

x
√

x
dx4.13. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ∞

∫

−∞

dx

1 + x2 + a2íà ìíîæåñòâàõ a)E1 = [−1, 1], b)E2 = (−∞,∞).



russian5 âàðèàíò 154.14. �àçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ïåðèîäè÷åñêóþ �óíêöèþ
f(x) =

{

0 ïðè −π < x < 0
sin x ïðè 0 ≤ x < π

, çàäàííóþ íà èíòåðâàëå (−π, π) , ðàâ-íîì ïåðèîäó. Íà÷åðòèòü ãðà�èê �óíêöèè.4.15. �àçëîæèòå â ðÿä Ôóðüå ïî êîñèíóñàì è ñèíóñàì êðàòíûõ äóã�óíêöèþ, çàäàííóþ íà ïîëóïåðèîäå [0, π] �îðìóëîé f(x) = x · cos x. Íà-÷åðòèòå ãðà�èê ñóììû ðÿäà äëÿ êàæäîãî ðàçëîæåíèÿ. Îáðàòèòå âíèìà-íèå íà ïîðÿäîê óáûâàíèÿ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå îáîèõ ðÿäîâ: îáúÿñíèòåîòëè÷èå â ïîðÿäêàõ, åñëè îíî èìååòñÿ.5 âàðèàíò5.1. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ÷àñòè öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè x2+y2 =
R2, çàêëþ÷åííîé ìåæäó ïëîñêîñòüþ z = 0 è ãèïåðáîëè÷åñêèì ïàðàáîëî-èäîì z =

xy

2R
äëÿ x > 0, y > 0.5.2. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ∫

⌣
AB

x2ydx − xy2dy ïî íåçà-ìêíóòîé äóãå AB (ðèñ. 5) íåïîñðåäñòâåííî è ñ èñïîëüçîâàíèåì �îðìóëû�ðèíà (AB � ïîëóîêðóæíîñòü ðàäèóñà R, x ≤ 0).5.3. Âû÷èñëèòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ∫
(S)

∫

dydz + y dzdx + z2 dxdy,ãäå S � âíåøíÿÿ ñòîðîíà ïîâåðõíîñòè êóáà 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ a, 0 ≤
z ≤ a.5.4. Äëÿ �óíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåüíîñòè fn(x) = xn+1

1 + xn îïðåäå-ëèòü ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè, íàéòè ïðåäåëüíóþ �óíêöèþ è íà÷åðòèòü ååãðà�èê.5.5. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
fn(x) =

n + x

nx + 1
íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ: E1 = [0, 1], E2 = 1, 100].5.6. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà ∞

∑

n=1

sin x cos nx
3
√

n3 + x3
íà ìíî-æåñòâå Å=(0,∞).5.7. Íàéòè îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ �óíêöèè S(x) =

∞
∑

n=1

cos nx

n(
√

n + 1)
èèññëåäîâàòü åå íà íåïðåðûâíîñòü.



16 russian6 âàðèàíò5.8. Íàéòè ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè ðÿäà ∞
∑

n=1

e−n2x

n2
è èññëåäîâàòü äè�-�åðåíöèðóåìîñòü âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà.5.9. Ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä ∞

∑

n=1

x2n

n
√

n
äîïóñêàåò ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèåíà [−1, 1] è íàéòè ïîëó÷àåìûé ïðè ýòîì ÷èñëîâîé ðÿä.5.10. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé è ìå-òîäû äè��åðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ, ðàçëîæèòü �óíêöèþ f(x) =

x
∫

0

sin t2dt â ñòåïåííîé ðÿä ñ öåíòðîì â x0 = 0. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòèïîëó÷åííîãî ðÿäà.5.11. Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè F (y) =
y
∫

y2

(x − y)exdx.5.12. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà 5
∫

0

dx√
x|1 − x|5.13. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà 1

∫

0

xa−1 ln2 x dxíà ìíîæåñòâàõ a)E1 = (a0,∞) a0 > 0, b)E2 = (0,∞).5.14. �àçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ïåðèîäè÷åñêóþ �óíêöèþ
f(x) =

{

x + 1 ïðè −1 < x < 0
1 ïðè 0 ≤ x < 1

, çàäàííóþ íà èíòåðâàëå (−1, 1), ðàâ-íîì ïåðèîäó. Íà÷åðòèòü ãðà�èê ñóììû ðÿäà.5.15. �àçëîæèòå â ðÿä Ôóðüå ïî êîñèíóñàì è ñèíóñàì êðàòíûõ äóã�óíêöèþ, çàäàííóþ íà ïîëóïåðèîäå [0, π] �îðìóëîé f(x) = x + π. Íà÷åð-òèòå ãðà�èê ñóììû ðÿäà äëÿ êàæäîãî ðàçëîæåíèÿ. Îáðàòèòå âíèìàíèåíà ïîðÿäîê óáûâàíèÿ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå îáîèõ ðÿäîâ: îáúÿñíèòå îò-ëè÷èå â ïîðÿäêàõ, åñëè îíî èìååòñÿ.6 âàðèàíò6.1. Íàéòè ìàññó ó÷àñòêà êðèâîé ëèíèè y = 2
√

x ìåæäó òî÷êàìè
A(1, 1) è B(4, 2), åñëè ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü â êàæäîé òî÷êå ðàâíà α

√
x.6.2. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ∫

⌣
ACB

(x+y)dx−y dy ïî íåçà-ìêíóòîé äóãå ACB (ðèñ. 5)íåïîñðåäñòâåííî è ñ èñïîëüçîâàíèåì �îðìóëû�ðèíà (ACB � ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà).



russian6 âàðèàíò 176.3. Âû÷èñëèòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ∫
(S)

∫

x3 dydz+y dzdx+z2 dxdy,ãäå S � âíåøíÿÿ ñòîðîíà ïîâåðõíîñòè êóáà 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤
z ≤ 1.6.4. Äëÿ �óíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn(x) =

= sin
(

2π
√

n4 + x2(n2 + 1)
) îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè, íàéòèïðåäåëüíóþ �óíêöèþ è íà÷åðòèòü åå ãðà�èê.6.5. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

fn(x) = cos

(

1

2nx2

) íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ: E1 = (0, π
2
), E2 = (π

2
,∞).6.6. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà ∞

∑

n=1

cos x sin nx
3
√

n3 + x3
íà ìíî-æåñòâå Å=(0,∞).6.7. Íàéòè îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ �óíêöèè S(x) =

∞
∑

n=1

1

n4 + x4
è èñ-ñëåäîâàòü åå íà íåïðåðûâíîñòü.6.8. Íàéòè ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè ðÿäà ∞

∑

n=1

(x − a)n

n2 + 1
, a > 0 è èññëå-äîâàòü äè��åðåíöèðóåìîñòü âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà.6.9. Ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä ∞

∑

n=1

cos nx

n2 + 1
äîïóñêàåò ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâà-íèå íà [π/2, π] è íàéòè ïîëó÷àåìûé ïðè ýòîì ÷èñëîâîé ðÿä.6.10. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé è ìå-òîäû äè��åðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ, ðàçëîæèòü �óíêöèþ f(x) =

1
(1−x)2

â ñòåïåííîé ðÿä ñ öåíòðîì â x0 = 0. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ïî-ëó÷åííîãî ðÿäà.6.11. Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè F (y) =

√
y
∫

y

e−x2ydx.6.12. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ∞
∫

0

√

x

1 + x3
dx.6.13. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ∞

∫

0

xye−xdx íàìíîæåñòâàõ a)E1 = (0,∞), b)E2 = (−1,∞).



18 russian7 âàðèàíò6.14. �àçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ïåðèîäè÷åñêóþ �óíêöèþ
f(x) =

{

sin x ïðè −π/2 < x < 0
0 ïðè 0 ≤ x < π/2

, çàäàííóþ íà èíòåðâàëå (−π/2, π/2),ðàâíîì ïåðèîäó. Íà÷åðòèòü ãðà�èê ñóììû ðÿäà.6.15. �àçëîæèòå â ðÿä Ôóðüå ïî êîñèíóñàì è ñèíóñàì êðàòíûõ äóã�óíêöèþ, çàäàííóþ íà ïîëóïåðèîäå [0, π] �îðìóëîé f(x) = 1 + sin x. Íà-÷åðòèòå ãðà�èê ñóììû ðÿäà äëÿ êàæäîãî ðàçëîæåíèÿ. Îáðàòèòå âíèìà-íèå íà ïîðÿäîê óáûâàíèÿ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå îáîèõ ðÿäîâ: îáúÿñíèòåîòëè÷èå â ïîðÿäêàõ, åñëè îíî èìååòñÿ.7 âàðèàíò7.1. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ÷àñòè öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè x2+y2 =
a2, çàêëþ÷åííîé ìåæäó ïëîñêîñòüþ z = 0 è ïàðàáîëè÷åñêèì öèëèíäðîì
z =

x2

a2
.7.2. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ∫

⌣
AB

(x2 + 1)ydx − xy2dy ïîíåçàìêíóòîé äóãå AB (ðèñ. 4)íåïîñðåäñòâåííî è ñ èñïîëüçîâàíèåì �îð-ìóëû �ðèíà (AB � ÷åòâåðòü îêðóæíîñòè åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, ðàñïîëî-æåííàÿ â 1-îì êâàäðàíòå).7.3. Âû÷èñëèòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ∫
(S)

∫

y2 dzdx+ z2 dxdy, ãäå S �âíåøíÿÿ ñòîðîíà ïîâåðõíîñòè ÷àñòè ñ�åðû x2 +y2 + z2 = a2, y ≤ 0, z ≥ 0.7.4. Äëÿ �óíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn(x) = nx
1 + xnîïðåäåëèòü ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè, íàéòè ïðåäåëüíóþ �óíêöèþ è íà÷åð-òèòü åå ãðà�èê.7.5. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

fn(x) = sin
(

ne−nx
) íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ: E1 = [0,∞), E2 = (1,∞).7.6. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà ∞

∑

n=1

(−1)nx2

√
n2 + x

íà ìíî-æåñòâå Å=[−1, 1].7.7. Íàéòè îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ �óíêöèè S(x) =

∞
∑

n=1

x3e−xn è èñ-ñëåäîâàòü åå íà íåïðåðûâíîñòü.



russian8 âàðèàíò 197.8. Íàéòè ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè ðÿäà ∞
∑

n=1

cos nx

n!
è èññëåäîâàòü äè�-�åðåíöèðóåìîñòü âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà.7.9. Ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä ∞

∑

n=1

(x − 1)n

n · 3n
äîïóñêàåò ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâà-íèå íà [−1, 2] è íàéòè ïîëó÷àåìûé ïðè ýòîì ÷èñëîâîé ðÿä.7.10. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé è ìå-òîäû äè��åðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ, ðàçëîæèòü �óíêöèþ f(x) =

arctg 2x â ñòåïåííîé ðÿä ñ öåíòðîì â x0 = 0. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ïî-ëó÷åííîãî ðÿäà.7.11. Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè F (y) =
1
∫

y

ex2+y2

dx.7.12. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ∞
∫

0

arctg x

x2
dx.7.13. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ∞
∫

0

x sin yx

1 + x2
dx íàìíîæåñòâàõ a)E1 = (y0, 1) 0 < y0 < 1, b)E2 = (y0,∞).7.14. �àçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ïåðèîäè÷åñêóþ �óíêöèþ

f(x) =

{

sin x ïðè −π/2 < x < 0
− sin x ïðè 0 ≤ x < π/2

, çàäàííóþ íà èíòåðâàëå (−π/2, π/2),ðàâíîì ïåðèîäó. Íà÷åðòèòü ãðà�èê ñóììû ðÿäà.7.15. �àçëîæèòå â ðÿä Ôóðüå ïî êîñèíóñàì è ñèíóñàì êðàòíûõ äóã�óíêöèþ, çàäàííóþ íà ïîëóïåðèîäå [0, π] �îðìóëîé f(x) = π − x. Íà÷åð-òèòå ãðà�èê ñóììû ðÿäà äëÿ êàæäîãî ðàçëîæåíèÿ. Îáðàòèòå âíèìàíèåíà ïîðÿäîê óáûâàíèÿ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå îáîèõ ðÿäîâ: îáúÿñíèòå îò-ëè÷èå â ïîðÿäêàõ, åñëè îíî èìååòñÿ.8 âàðèàíò8.1. Íàéòè ìàññó ïîëóîêðóæíîñòè x = a cos t, y = a sin t, ðàñïîëî-æåííîé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè (y ≥ 0), åñëè ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü âêàæäîé òî÷êå ðàâíà îðäèíàòå òî÷êè.8.2. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ∫

BSA

(2x+y)dx−2y dy ïî íåçà-ìêíóòîé ëèíèè BSA (ðèñ. 4)íåïîñðåäñòâåííî è ñ èñïîëüçîâàíèåì �îðìó-ëû �ðèíà (BSA � ñìåæíûå ñòîðîíû êâàäðàòà).



20 russian9 âàðèàíò8.3. Âû÷èñëèòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ∫
(S)

∫

x2 dydz + y2 dzdx, ãäå S �âíåøíÿÿ ñòîðîíà ïîâåðõíîñòè ÷àñòè ñ�åðû x2 + y2 + z2 = a2, z ≤ 0, x ≤ 0.8.4. Äëÿ �óíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn(x) = n
√

x2n + xn + 1îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè, íàéòè ïðåäåëüíóþ �óíêöèþ è íà÷åð-òèòü åå ãðà�èê.8.5. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
fn(x) = x − xn íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ: E1 = [0, 1], E2 = [ 1

10
, 9

10
].8.6. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà ∞

∑

n=1

(−1)nx

n + x
íà ìíî-æåñòâå Å=[0, 1].8.7. Íàéòè îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ �óíêöèè S(x) =

∞
∑

n=1

x2e−xn è èñ-ñëåäîâàòü åå íà íåïðåðûâíîñòü.8.8. Íàéòè ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè ðÿäà ∞
∑

n=1

xn

n
è èññëåäîâàòü äè��å-ðåíöèðóåìîñòü âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà.8.9. Ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä ∞

∑

n=1

3x

n!
äîïóñêàåò ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå íà

[−1, 2] è íàéòè ïîëó÷àåìûé ïðè ýòîì ÷èñëîâîé ðÿä.8.10. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé è ìå-òîäû äè��åðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ, ðàçëîæèòü �óíêöèþ f(x) =
(x + 1) ln(x + 1) − x â ñòåïåííîé ðÿä ñ öåíòðîì â x0 = 0. Íàéòè ðàäèóññõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà.8.11. Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè F (y) =

√
y
∫

0

√

x2 + y2 sin xy dx.8.12. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ∞
∫

0

dx√
x3 − 9x2 + 20x8.13. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ∞

∫

0

sin x

1 + xy
dx íàìíîæåñòâàõ a)E1 = (0,∞), b)E2 = (1,∞).8.14. �àçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ïåðèîäè÷åñêóþ �óíêöèþ, çàäàííóþ íàèíòåðâàëå (−2, 2), ðàâíîì ïåðèîäó, �îðìóëîé f(x) = 2x − x2. Íà÷åðòèòüãðà�èê ñóììû ðÿäà.



russian9 âàðèàíò 218.15. �àçëîæèòå â ðÿä Ôóðüå ïî êîñèíóñàì è ñèíóñàì êðàòíûõ äóã�óíêöèþ, çàäàííóþ íà ïîëóïåðèîäå [0, π] �îðìóëîé f(x) = x − sin x. Íà-÷åðòèòå ãðà�èê ñóììû ðÿäà äëÿ êàæäîãî ðàçëîæåíèÿ. Îáðàòèòå âíèìà-íèå íà ïîðÿäîê óáûâàíèÿ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå îáîèõ ðÿäîâ: îáúÿñíèòåîòëè÷èå â ïîðÿäêàõ, åñëè îíî èìååòñÿ.9 âàðèàíò9.1. Íàéòè ìàññó ó÷àñòêà ëèíèè x = et cos t, y = et sin t, z = et,îïðåäåëÿåìîãî óñëîâèåì t ∈ [0, 1], åñëè ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü â òî÷êå ðàâíàêâàäðàòó ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äî íà÷àëà êîîðäèíàò.9.2. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ∫
⌣

AB

(x + 2y)dx− y dy ïî íåçà-ìêíóòîé äóãå AB (ðèñ. 4)íåïîñðåäñòâåííî è ñ èñïîëüçîâàíèåì �îðìóëû�ðèíà (AB �äóãà ýëëèïñà x2

4
+ y2

1
= 1).9.3. Âû÷èñëèòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ∫

(S)

∫

y2 dzdx+ z2 dxdy, ãäå S �âíåøíÿÿ ñòîðîíà ïîâåðõíîñòè ÷àñòè ñ�åðû x2 + y2 + z2 = a2, x ≥ 0, y ≥ 0.9.4. Äëÿ �óíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn(x) = 4

√

x4 + 2x2

n2 îïðå-äåëèòü ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè, íàéòè ïðåäåëüíóþ �óíêöèþ è íà÷åðòèòüåå ãðà�èê.9.5. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
fn(x) =

√

x4 +
x2

n4
íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ: E1 = (−∞,∞), E2 = [−1, 1].9.6. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà ∞

∑

n=1

sin n2x cos nx
4
√

n5 + x5
íàìíîæåñòâå Å=(0,∞).9.7. Íàéòè îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ �óíêöèè S(x) =

∞
∑

n=1

lnn x√
n

è èññëå-äîâàòü åå íà íåïðåðûâíîñòü.9.8. Íàéòè ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè ðÿäà ∞
∑

n=1

sinnx

n!
è èññëåäîâàòü äè�-�åðåíöèðóåìîñòü âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà.



22 russian10 âàðèàíò9.9. Ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä ∞
∑

n=1

cos nx

n2
äîïóñêàåò ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâà-íèå íà [0, π/2] è íàéòè ïîëó÷àåìûé ïðè ýòîì ÷èñëîâîé ðÿä.9.10. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé è ìå-òîäû äè��åðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ, ðàçëîæèòü �óíêöèþ f(x) =

arcsin 2x â ñòåïåííîé ðÿä ñ öåíòðîì â x0 = 0. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòèïîëó÷åííîãî ðÿäà.9.11. Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè F (y) =
y
∫

0

ln(1+xy)
x

dx.9.12. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ∞
∫

0

arctg x

x
√

x
dx.9.13. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ∞

∫

0

x2

1 + (x − y)6
dxíà ìíîæåñòâàõ a)E1 = (−∞, y0] y0 > 0, b)E2 = [0,∞).9.14. �àçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ïåðèîäè÷åñêóþ �óíêöèþ, çàäàííóþ íàèíòåðâàëå (−2, 2), ðàâíîì ïåðèîäó, �îðìóëîé f(x) = x2 − 2x. Íà÷åðòèòüãðà�èê ñóììû ðÿäà.9.15. �àçëîæèòå â ðÿä Ôóðüå ïî êîñèíóñàì è ñèíóñàì êðàòíûõ äóã�óíêöèþ, çàäàííóþ íà ïîëóïåðèîäå [0, π] �îðìóëîé f(x) = x2. Íà÷åðòè-òå ãðà�èê ñóììû ðÿäà äëÿ êàæäîãî ðàçëîæåíèÿ. Îáðàòèòå âíèìàíèå íàïîðÿäîê óáûâàíèÿ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå îáîèõ ðÿäîâ: îáúÿñíèòå îòëè÷èåâ ïîðÿäêàõ, åñëè îíî èìååòñÿ. 10 âàðèàíò10.1. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ÷àñòè öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè x2 +

y2 = a2, çàêëþ÷åííîé ìåæäó ïëîñêîñòüþ z = 0 è ãèïåðáîëè÷åñêèì ïàðà-áîëîèäîì z =
a

2
xy, x, y > 0.10.2. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ∫

⌣
AB

(x+y)dx−y dy ïî íåçà-ìêíóòîé ëèíèè AB (ðèñ. 5)íåïîñðåäñòâåííî è ñ èñïîëüçîâàíèåì �îðìóëû�ðèíà (AB � ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà ABO).10.3. Âû÷èñëèòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ∫
(S)

∫

x dydz+y dzdx+z2 dxdy,ãäå S � âíåøíÿÿ ñòîðîíà ïîâåðõíîñòè êóáà 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ a, 0 ≤
z ≤ a.



russian10 âàðèàíò 2310.4. Äëÿ �óíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn(x) = x2 (1 + e−nx)îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè, íàéòè ïðåäåëüíóþ �óíêöèþ è íà÷åð-òèòü åå ãðà�èê.10.5. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
fn(x) = n ln

(

1 +
x

n

) íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ: E1 = [0, e], E2 = (0,∞).10.6. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà ∞
∑

n=1

(x − 2) cos4 nx

n 3
√

n + x2íà ìíîæåñòâå Å=(−4, 2).10.7. Íàéòè îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ �óíêöèè S(x) =
∞
∑

n=1

(

x +
1

n

)n èèññëåäîâàòü åå íà íåïðåðûâíîñòü.10.8. Íàéòè ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè ðÿäà ∞
∑

n=1

xn+2

n2 + 2n
è èññëåäîâàòüäè��åðåíöèðóåìîñòü âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà.10.9. Ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä ∞

∑

n=1

xn

n(1 +
√

n)
äîïóñêàåò ïî÷ëåííîå èíòåãðè-ðîâàíèå íà [−1, 1] è íàéòè ïîëó÷àåìûé ïðè ýòîì ÷èñëîâîé ðÿä.10.10. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé è ìå-òîäû äè��åðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ, ðàçëîæèòü �óíêöèþ f(x) =

sin2 x â ñòåïåííîé ðÿä ñ öåíòðîì â x0 = 0. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ïî-ëó÷åííîãî ðÿäà.10.11. Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè F (y) =
y
∫

0

sin x2(y − x) dx.10.12. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ∞
∫

0

√
xe−x dx.10.13. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ∞

∫

0

sin px√
x

dx íàìíîæåñòâàõ a)E1 = (p0,∞) p0 > 0, b)E2 = (0,∞).10.14. �àçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ïåðèîäè÷åñêóþ �óíêöèþ, çàäàííóþíà èíòåðâàëå (−π, π), ðàâíîì ïåðèîäó, �îðìóëîé f(x) = sin x
2
. Íà÷åðòèòüãðà�èê ñóììû ðÿäà.



24 russian11 âàðèàíò10.15. �àçëîæèòå â ðÿä Ôóðüå ïî êîñèíóñàì è ñèíóñàì êðàòíûõ äóã�óíêöèþ, çàäàííóþ íà ïîëóïåðèîäå [0, π] �îðìóëîé f(x) = x− π. Íà÷åð-òèòå ãðà�èê ñóììû ðÿäà äëÿ êàæäîãî ðàçëîæåíèÿ. Îáðàòèòå âíèìàíèåíà ïîðÿäîê óáûâàíèÿ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå îáîèõ ðÿäîâ: îáúÿñíèòå îò-ëè÷èå â ïîðÿäêàõ, åñëè îíî èìååòñÿ.11 âàðèàíò11.1. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ÷àñòè öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè y =
2
3
(x − 1)3/2, çàêëþ÷åííîé ìåæäó ïëîñêîñòüþ z = 0 è öèëèíäðè÷åñêîé ïî-âåðõíîñòüþ z = 2 −

√
x, (x ∈ [1, 4]).11.2. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ∫

⌣
AB

(x2 + 1)y dx − y2x dy ïîíåçàìêíóòîé äóãå AB (ðèñ. 5) íåïîñðåäñòâåííî è ñ èñïîëüçîâàíèåì �îð-ìóëû �ðèíà (AB � ïîëóîêðóæíîñòü ðàäèóñà R, x ≤ 0).11.3. Âû÷èñëèòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ∫
(S)

∫

dydz + y2 dzdx+ z dxdy,ãäå S � âíåøíÿÿ ñòîðîíà ïîâåðõíîñòè ïàðàëëåëåïèïåäà 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤
y ≤ b, 0 ≤ z ≤ c.11.4. Äëÿ �óíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn(x) = x − x(2n)îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè, íàéòè ïðåäåëüíóþ �óíêöèþ è íà÷åð-òèòü åå ãðà�èê.11.5. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
fn(x) = arctg 2nx − arctg nx íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ: E1 = [0, 1], E2 =
[1,∞).11.6. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà ∞

∑

n=1

3x

n!
íà ìíîæåñòâåÅ=(−10, 10].11.7. Íàéòè îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ �óíêöèè S(x) =

∞
∑

n=1

xn

n2
è èññëå-äîâàòü åå íà íåïðåðûâíîñòü.11.8. Íàéòè ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè ðÿäà ∞

∑

n=1

xn

n2 + 1
è èññëåäîâàòü äè�-�åðåíöèðóåìîñòü âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà.



russian12 âàðèàíò 2511.9. Ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä ∞
∑

n=1

xn

n2
äîïóñêàåò ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèåíà [−1, 1] è íàéòè ïîëó÷àåìûé ïðè ýòîì ÷èñëîâîé ðÿä.11.10. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé è ìå-òîäû äè��åðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ, ðàçëîæèòü �óíêöèþ f(x) =

x
∫

0

sin t2

t
dt â ñòåïåííîé ðÿä ñ öåíòðîì â x0 = 0. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòèïîëó÷åííîãî ðÿäà.11.11. Äëÿ �óíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn(x) = ne−nx îïðå-äåëèòü ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè, íàéòè ïðåäåëüíóþ �óíêöèþ è íà÷åðòèòüåå ãðà�èê.11.12. Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè F (y) =

y2
∫

0

(ex + y)x dx.11.13. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ∞
∫

0

√
x

x + 1

x + 2
dx.11.14. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà 1
∫

0

xdx íà ìíî-æåñòâàõ a)E1 = [0, 01; 1], b)E2 = [0, 01; 100].11.15. �àçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ïåðèîäè÷åñêóþ �óíêöèþ, çàäàííóþíà èíòåðâàëå (−π, π), ðàâíîì ïåðèîäó, �îðìóëîé f(x) = cos x
2
. Íà÷åðòèòüãðà�èê ñóììû ðÿäà.11.16. �àçëîæèòå â ðÿä Ôóðüå ïî êîñèíóñàì è ñèíóñàì êðàòíûõ äóã�óíêöèþ, çàäàííóþ íà ïîëóïåðèîäå [0, π] �îðìóëîé f(x) = x · sin x. Íà-÷åðòèòå ãðà�èê ñóììû ðÿäà äëÿ êàæäîãî ðàçëîæåíèÿ. Îáðàòèòå âíèìà-íèå íà ïîðÿäîê óáûâàíèÿ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå îáîèõ ðÿäîâ: îáúÿñíèòåîòëè÷èå â ïîðÿäêàõ, åñëè îíî èìååòñÿ.12 âàðèàíò12.1. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ÷àñòè öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè x2 +

y2 = a2, çàêëþ÷åííîé ìåæäó ïëîñêîñòüþ z = 0 è ïàðàáîëè÷åñêèì öèëèí-äðîì z = a +
x2

a
.



26 russian12 âàðèàíò12.2. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ∫

⌣
ACB

(x + 2y)dx − y dy ïîíåçàìêíóòîé äóãå ACB (ðèñ. 5) íåïîñðåäñòâåííî è ñ èñïîëüçîâàíèåì �îð-ìóëû �ðèíà (ACB � ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà).12.3. Âû÷èñëèòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ∫
(S)

∫

x3 dydz+y2 dzdx+z dxdy,ãäå S � âíåøíÿÿ ñòîðîíà ïîâåðõíîñòè êóáà −a ≤ x ≤ a, −a ≤ y ≤
a, −a ≤ z ≤ a,12.4. Äëÿ �óíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn(x) = nxe−nx îïðå-äåëèòü ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè, íàéòè ïðåäåëüíóþ �óíêöèþ è íà÷åðòèòüåå ãðà�èê.12.5. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
fn(x) =

nx sin(x/n)

1 + n2x2
íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ: E1 = [0, 1], E2 = [−1, 1].12.6. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà ∞

∑

n=1

n3 sin nx

3n
íà ìíî-æåñòâå (−∞,∞).12.7. Íàéòè îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ �óíêöèè S(x) =

∞
∑

n=1

cos n2x

n2 + x2
èèññëåäîâàòü åå íà íåïðåðûâíîñòü.12.8. Íàéòè ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè ðÿäà ∞

∑

n=1

xn−1

n2 − 2n + 1
è èññëåäî-âàòü äè��åðåíöèðóåìîñòü âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà.12.9. Ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä ∞

∑

n=1

2x

n!
äîïóñêàåò ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèåíà [−1, 1] è íàéòè ïîëó÷àåìûé ïðè ýòîì ÷èñëîâîé ðÿä.12.10. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé è ìå-òîäû äè��åðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ, ðàçëîæèòü �óíêöèþ f(x) =

1
(1−x)4

â ñòåïåííîé ðÿä ñ öåíòðîì â x0 = 0. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ïî-ëó÷åííîãî ðÿäà.12.11. Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè F (y) =
2+y
∫

1+y

sinxy
x

dx.12.12. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà 1
∫

0

√
x

3
√

1 − x2
dx.



russian13 âàðèàíò 2712.13. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ∞
∫

0

e−pxdx íàìíîæåñòâàõ a)E1 = (0,∞), b)E2 = (p0,∞) p0 > 0.12.14. �àçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ïåðèîäè÷åñêóþ �óíêöèþ, çàäàííóþ íàèíòåðâàëå (−2, 2), ðàâíîì ïåðèîäó, �îðìóëîé
f(x) =

{

−x ïðè −2 < x < 0
x/2 ïðè 0 ≤ x < 2

Íà÷åðòèòü ãðà�èê ñóììû ðÿäà.12.15. �àçëîæèòå â ðÿä Ôóðüå ïî êîñèíóñàì è ñèíóñàì êðàòíûõ äóã�óíêöèþ, çàäàííóþ íà ïîëóïåðèîäå [0, π] �îðìóëîé f(x) = π2−x2. Íà÷åð-òèòå ãðà�èê ñóììû ðÿäà äëÿ êàæäîãî ðàçëîæåíèÿ. Îáðàòèòå âíèìàíèåíà ïîðÿäîê óáûâàíèÿ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå îáîèõ ðÿäîâ: îáúÿñíèòå îò-ëè÷èå â ïîðÿäêàõ, åñëè îíî èìååòñÿ.13 âàðèàíò13.1. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ÷àñòè öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè y =
2
3
(x − 1)3/2, çàêëþ÷åííîé ìåæäó ïëîñêîñòüþ z = 0 è öèëèíäðè÷åñêîé ïî-âåðõíîñòüþ z = 8 − x

√
x, (x ∈ [1, 4]).13.2. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ∫

⌣
AB

x2y dx − x(y2 + 1) dy ïîíåçàìêíóòîé äóãå AB (ðèñ. 4)íåïîñðåäñòâåííî è ñ èñïîëüçîâàíèåì �îð-ìóëû �ðèíà (AB � ÷åòâåðòü îêðóæíîñòè åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, ðàñïîëî-æåííàÿ â 1-îì êâàäðàíòå).13.3. Âû÷èñëèòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ∫
(S)

∫

x2 dydz +y dzdx+ dxdy,ãäå S � âíåøíÿÿ ñòîðîíà ïîâåðõíîñòè êóáà −a ≤ x ≤ a, −a ≤ y ≤
a, −a ≤ z ≤ a,13.4. Äëÿ �óíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn(x) = ne−nx2 îïðå-äåëèòü ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè, íàéòè ïðåäåëüíóþ �óíêöèþ è íà÷åðòèòüåå ãðà�èê.13.5. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
fn(x) = xn íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ: E1 = [0, 1], E2 = {0; 1

2
; 3

4
; 1}.13.6. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà ∞

∑

n=1

n2 cos nx

2n
íà ìíî-æåñòâå Å=(−∞,∞).



28 russian14 âàðèàíò13.7. Íàéòè îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ �óíêöèè S(x) =
∞
∑

n=1

(−1)n

n + x2
è èñ-ñëåäîâàòü åå íà íåïðåðûâíîñòü.13.8. Íàéòè ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè ðÿäà ∞

∑

n=1

(x − 1)n

n
è èññëåäîâàòüäè��åðåíöèðóåìîñòü âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà.13.9. Ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä ∞

∑

n=1

xn

n
√

n
äîïóñêàåò ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèåíà [−1, 1] è íàéòè ïîëó÷àåìûé ïðè ýòîì ÷èñëîâîé ðÿä.13.10. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé è ìå-òîäû äè��åðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ, ðàçëîæèòü �óíêöèþ f(x) =

arctg 3x â ñòåïåííîé ðÿä ñ öåíòðîì â x0 = 0. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ïî-ëó÷åííîãî ðÿäà.13.11. Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè F (y) =
y2
∫

1

(x + 2y)7dx.13.12. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ∞
∫

1

dx
3
√

|x − 2|13.13. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ∞
∫

0

e−ax2

dx íàìíîæåñòâàõ a)E1 = (0,∞), b)E2 = (1,∞).13.14. �àçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ïåðèîäè÷åñêóþ �óíêöèþ, çàäàííóþ íàèíòåðâàëå (−l, l), ðàâíîì ïåðèîäó, �îðìóëîé f(x) =

{

0 , −l < x < 0
x2 , 0 ≤ x < lÍà÷åðòèòü ãðà�èê ñóììû ðÿäà.13.15. �àçëîæèòå â ðÿä Ôóðüå ïî êîñèíóñàì è ñèíóñàì êðàòíûõ äóã�óíêöèþ, çàäàííóþ íà ïîëóïåðèîäå [0, π] �îðìóëîé f(x) = sin x − x. Íà-÷åðòèòå ãðà�èê ñóììû ðÿäà äëÿ êàæäîãî ðàçëîæåíèÿ. Îáðàòèòå âíèìà-íèå íà ïîðÿäîê óáûâàíèÿ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå îáîèõ ðÿäîâ: îáúÿñíèòåîòëè÷èå â ïîðÿäêàõ, åñëè îíî èìååòñÿ.14 âàðèàíò14.1. Âû÷èñëèòü ìàññó äóãè y = ln x ìåæäó òî÷êàìè ñ àáñöèññàìè

x =
√

8 è x =
√

15, åñëè ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü â êàæäîé òî÷êå ðàâíàêâàäðàòó àáñöèññû òî÷êè.



russian14 âàðèàíò 2914.2. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ∫

BSA

(x+y)dx−y dy ïî íåçà-ìêíóòîé ëèíèè BSA (ðèñ. 4)íåïîñðåäñòâåííî è ñ èñïîëüçîâàíèåì �îðìó-ëû �ðèíà (BSA � ñìåæíûå ñòîðîíû êâàäðàòà).14.3. Âû÷èñëèòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ∫
(S)

∫

y2 dzdx + z2 dxdy, ãäå S� âíåøíÿÿ ñòîðîíà ïîâåðõíîñòè ïîëóñ�åðû x2 +y2 + z2 = a2, y ≥ 0, x ≥ 0,14.4. Äëÿ �óíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn(x) = nxe−nx2 îïðå-äåëèòü ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè, íàéòè ïðåäåëüíóþ �óíêöèþ è íà÷åðòèòüåå ãðà�èê.14.5. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
fn(x) = x2n(x2−1) íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ: E1 = (−1, 1), E2 = {−1; 0; 1

2
; 1}.14.6. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà ∞

∑

n=1

sin 2nx

n + x
íà ìíî-æåñòâå Å=[

π

4
,
π

2
].14.7. Íàéòè îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ �óíêöèè S(x) =

∞
∑

n=1

sin nx

n(
√

n + 1)
èèññëåäîâàòü åå íà íåïðåðûâíîñòü.14.8. Íàéòè ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè ðÿäà ∞

∑

n=1

xn+1

n(n + 1)
è èññëåäîâàòüäè��åðåíöèðóåìîñòü âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà.14.9. Ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä ∞

∑

n=1

e−nx

n
äîïóñêàåò ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèåíà [2, 10] è íàéòè ïîëó÷àåìûé ïðè ýòîì ÷èñëîâîé ðÿä.14.10. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé è ìå-òîäû äè��åðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ, ðàçëîæèòü �óíêöèþ f(x) =

(x + 2) ln(x + 2) − x â ñòåïåííîé ðÿä ñ öåíòðîì â x0 = 0. Íàéòè ðàäèóññõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà.14.11. Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè F (y) =
y
∫

0

(x+y) sin
√

x + ydx.14.12. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ∞
∫

1

dx

x
√

x ln x



30 russian15 âàðèàíò14.13. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ∞
∫

0

e−px sin x dxíà ìíîæåñòâàõ a)E1 = (p0,∞) p0 > 0, b)E2 = (0,∞).14.14. �àçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ïåðèîäè÷åñêóþ �óíêöèþ, çàäàííóþ íàèíòåðâàëå (−π/2, π/2), ðàâíîì ïåðèîäó, �îðìóëîé
f(x) =

{

− 2
π
x ïðè −π/2 < x < 0

sin x ïðè 0 ≤ x < π/2
Íà÷åðòèòü ãðà�èê ñóììû ðÿäà.14.15. �àçëîæèòå â ðÿä Ôóðüå ïî êîñèíóñàì è ñèíóñàì êðàòíûõ äóã�óíêöèþ, çàäàííóþ íà ïîëóïåðèîäå [0, π] �îðìóëîé f(x) = π + x. Íà÷åð-òèòå ãðà�èê ñóììû ðÿäà äëÿ êàæäîãî ðàçëîæåíèÿ. Îáðàòèòå âíèìàíèåíà ïîðÿäîê óáûâàíèÿ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå îáîèõ ðÿäîâ: îáúÿñíèòå îò-ëè÷èå â ïîðÿäêàõ, åñëè îíî èìååòñÿ.15 âàðèàíò15.1. Íàéòè ìàññó ó÷àñòêà ëèíèè x = et cos t, y = et sin t, z = et,îïðåäåëÿåìîãî óñëîâèåì t ∈ [0, 1], åñëè ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü â òî÷êå ðàâíàðàññòîÿíèþ îò òî÷êè äî íà÷àëà êîîðäèíàò.15.2. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ∫

⌣
AB

(2x+y)dx−2y dy ïî íåçà-ìêíóòîé äóãå AB (ðèñ. 4) íåïîñðåäñòâåííî è ñ èñïîëüçîâàíèåì �îðìóëû�ðèíà (AB �äóãà ýëëèïñà x2

4
+ y2

1
= 1).15.3. Âû÷èñëèòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ∫

(S)

∫

x4 dydz+y2 dzdx+ dxdy,ãäå S � âíåøíÿÿ ñòîðîíà ïîëíîé ïîâåðõíîñòè ñ�åðû x2 + y2 + z2 = R2.15.4. Äëÿ �óíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn(x) = sin π
√

4n2 + nx2îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè, íàéòè ïðåäåëüíóþ �óíêöèþ è íà÷åð-òèòü åå ãðà�èê.15.5. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
fn(x) =

n2 + nx + x2

n2 + x2
íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ: E1 = [0, 1], E2 = (0,∞).15.6. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà ∞

∑

n=1

x2e−nx2

n2 + x4
íà ìíî-æåñòâå Å=(−∞,∞).



russian16 âàðèàíò 3115.7. Íàéòè îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ �óíêöèè S(x) =
∞
∑

n=1

1

n2 + x2
èèññëåäîâàòü åå íà íåïðåðûâíîñòü.15.8. Íàéòè ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè ðÿäà ∞

∑

n=1

xn

n3 + 1
è èññëåäîâàòü äè�-�åðåíöèðóåìîñòü âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà.15.9. Ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä ∞

∑

n=1

(x − 2)n

√
n2n

äîïóñêàåò ïî÷ëåííîå èíòåãðèðî-âàíèå íà [1/2, 2] è íàéòè ïîëó÷àåìûé ïðè ýòîì ÷èñëîâîé ðÿä.15.10. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé è ìå-òîäû äè��åðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ, ðàçëîæèòü �óíêöèþ f(x) =
arcsin 3x â ñòåïåííîé ðÿä ñ öåíòðîì â x0 = 0. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòèïîëó÷åííîãî ðÿäà.15.11. Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè F (y) =

y2
∫

y

ln(1+2xy)
x

dx.15.12. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ∞
∫

0

1 − e−x

x2
dx.15.13. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ∞
∫

0

sin ax√
x2 + a2

dxíà ìíîæåñòâàõ a)E1 = (0,∞), b)E2 = (a0,∞) a0.0.15.14. �àçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ïåðèîäè÷åñêóþ �óíêöèþ, çàäàííóþ íàèíòåðâàëå (−π/2, π/2), ðàâíîì ïåðèîäó, �îðìóëîé
f(x) =

{

cos x ïðè −π/2 < x < 0
1 − 2

π
x ïðè 0 ≤ x < π/2

Íà÷åðòèòü ãðà�èê ñóììû ðÿäà.15.15. �àçëîæèòå â ðÿä Ôóðüå ïî êîñèíóñàì è ñèíóñàì êðàòíûõ äóã�óíêöèþ, çàäàííóþ íà ïîëóïåðèîäå [0, π] �îðìóëîé
1− cos x. Íà÷åðòèòå ãðà�èê ñóììû ðÿäà äëÿ êàæäîãî ðàçëîæåíèÿ. Îáðà-òèòå âíèìàíèå íà ïîðÿäîê óáûâàíèÿ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå îáîèõ ðÿäîâ:îáúÿñíèòå îòëè÷èå â ïîðÿäêàõ, åñëè îíî èìååòñÿ.16 âàðèàíò16.1. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ÷àñòè öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè x2 +
y2 = a2, çàêëþ÷åííîé ìåæäó ïëîñêîñòüþ z = 0 è ïîâåðõíîñòüþ 2az = x2y2äëÿ x > 0, y > 0.



32 russian16 âàðèàíò16.2. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ∫
⌣

AB

(2x+y)dx−2y dy ïî íåçà-ìêíóòîé ëèíèè AB (ðèñ. 5) íåïîñðåäñòâåííî è ñ èñïîëüçîâàíèåì �îðìóëû�ðèíà (AB � ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà ABO).16.3. Âû÷èñëèòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ∫
(S)

∫

x2 dydz + dzdx+ z dxdy,ãäå S � âíåøíÿÿ ñòîðîíà ïîâåðõíîñòè êóáà 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ a, 0 ≤
z ≤ a,16.4. Äëÿ �óíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn(x) = cos π

√

4n2 + nx2îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè, íàéòè ïðåäåëüíóþ �óíêöèþ è íà÷åð-òèòü åå ãðà�èê.16.5. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
fn(x) = n2(1−x)xn−1 íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ: E1 = [0, 1], E2 = [0, 01; 0, 99].16.6. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà ∞

∑

n=1

(−1)n

2n + x2
íà ìíî-æåñòâå Å=(−∞,∞).16.7. Íàéòè îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ �óíêöèè S(x) =

∞
∑

n=1

1

nx
è èññëå-äîâàòü åå íà íåïðåðûâíîñòü.16.8. Íàéòè ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè ðÿäà ∞

∑

n=1

sin 2nx

n3 + 1
è èññëåäîâàòü äè�-�åðåíöèðóåìîñòü âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà.16.9. Ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä ∞

∑

n=1

sin nx

n!
äîïóñêàåò ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâà-íèå íà [1/2, 2π] è íàéòè ïîëó÷àåìûé ïðè ýòîì ÷èñëîâîé ðÿä.16.10. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé è ìå-òîäû äè��åðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ, ðàçëîæèòü �óíêöèþ f(x) =

x · cos2 x â ñòåïåííîé ðÿä ñ öåíòðîì â x0 = 0. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòèïîëó÷åííîãî ðÿäà.16.11. Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè F (y) =
y
∫

0

(x2+sin x)(y−x) dx.16.12. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ∞
∫

1

dx√
x3 − 1



russian17 âàðèàíò 3316.13. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ∞
∫

0

sin ax

1 + x2
dx íàìíîæåñòâàõ a)E1 = (a0,∞) a0 > 0, b)E2 = (0,∞).16.14. �àçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ïåðèîäè÷åñêóþ �óíêöèþ, çàäàííóþ íàèíòåðâàëå (−l, l), ðàâíîì ïåðèîäó, �îðìóëîé

f(x) =

{

x + l ïðè −l < x < 0
l − x ïðè 0 ≤ x < l

Íà÷åðòèòü ãðà�èê ñóììû ðÿäà.16.15. �àçëîæèòå â ðÿä Ôóðüå ïî êîñèíóñàì è ñèíóñàì êðàòíûõ äóã�óíêöèþ, çàäàííóþ íà ïîëóïåðèîäå [0, π] �îðìóëîé f(x) = sin x + x. Íà-÷åðòèòå ãðà�èê ñóììû ðÿäà äëÿ êàæäîãî ðàçëîæåíèÿ. Îáðàòèòå âíèìà-íèå íà ïîðÿäîê óáûâàíèÿ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå îáîèõ ðÿäîâ: îáúÿñíèòåîòëè÷èå â ïîðÿäêàõ, åñëè îíî èìååòñÿ.17 âàðèàíò17.1. Âû÷èñëèòü ìàññó äóãè y = ln x ìåæäó òî÷êàìè ñ àáñöèññàìè x =√
3 è x =

√
8, åñëè ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü â êàæäîé òî÷êå ðàâíà êâàäðàòóàáñöèññû òî÷êè.17.2. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ∫

⌣
AB

x2y dx − x(y2 + 1)dy ïîíåçàìêíóòîé äóãå AB (ðèñ. 5) íåïîñðåäñòâåííî è ñ èñïîëüçîâàíèåì �îð-ìóëû �ðèíà (AB � ïîëóîêðóæíîñòü ðàäèóñà R, x ≤ 0).17.3. Âû÷èñëèòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë ∫
(S)

∫

x dydz +y2 dzdx+ dxdy,ãäå S � âíåøíÿÿ ñòîðîíà ïîâåðõíîñòè êóáà 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 2, 0 ≤
z ≤ 2,17.4. Äëÿ �óíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn(x) = x2 arctg nx2îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè, íàéòè ïðåäåëüíóþ �óíêöèþ è íà÷åð-òèòü åå ãðà�èê.17.5. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
fn(x) =

(

1 − x

n

)n íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ: E1 = [−e, e], E2 = (−∞,∞).17.6. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà ∞
∑

n=1

xn

nπn
íà ìíîæå-ñòâå Å=[−3, 3].



34 russian17 âàðèàíò17.7. Íàéòè îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ �óíêöèè S(x) =
∞
∑

n=1

(3x − 1)n èèññëåäîâàòü åå íà íåïðåðûâíîñòü.17.8. Íàéòè ìíîæåñòâî ñõîäèìîñòè ðÿäà ∞
∑

n=1

cos n3x

n5 + 5
è èññëåäîâàòü äè�-�åðåíöèðóåìîñòü âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà.17.9. Ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä ∞

∑

n=1

xn+1

n2 + n
äîïóñêàåò ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâà-íèå íà [−1, 1] è íàéòè ïîëó÷àåìûé ïðè ýòîì ÷èñëîâîé ðÿä.17.10. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé è ìå-òîäû äè��åðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ, ðàçëîæèòü �óíêöèþ f(x) =

x
∫

0

ln(1+t)
t

dt â ñòåïåííîé ðÿä ñ öåíòðîì â x0 = 0. Íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòèïîëó÷åííîãî ðÿäà.17.11. Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè F (y) =
y
∫

0

e−(x2+y2)dx.17.12. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ∞
∫

0

dx√
x3 − 7x2 + 10x

.17.13. Èññëåäîâàòü ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ∞
∫

0

e−|x−p| dx íàìíîæåñòâàõ a)E1 = (−∞, p0), p0 > 0 b)E2 = (0,∞).17.14. �àçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ïåðèîäè÷åñêóþ �óíêöèþ, çàäàííóþ íàïåðèîäå (−1, 1) �îðìóëîé f(x) =

{

x + 1 ïðè −1 < x < 0
1 − x ïðè 0 ≤ x < 1

Íà÷åðòèòüãðà�èê ñóììû ðÿäà.17.15. �àçëîæèòå â ðÿä Ôóðüå ïî êîñèíóñàì è ñèíóñàì êðàòíûõ äóã�óíêöèþ, çàäàííóþ íà ïîëóïåðèîäå [0, π] �îðìóëîé f(x) = πx − x2. Íà-÷åðòèòå ãðà�èê ñóììû ðÿäà äëÿ êàæäîãî ðàçëîæåíèÿ. Îáðàòèòå âíèìà-íèå íà ïîðÿäîê óáûâàíèÿ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå îáîèõ ðÿäîâ: îáúÿñíèòåîòëè÷èå â ïîðÿäêàõ, åñëè îíî èìååòñÿ.


